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Resumo

Neste texto, apresentamos os resultados de um estudo realizado no ambito de uma
experiéncia de ensino de cunho exploratdrio, integrando o uso do GeoGebra, com
estudantes de um curso de formacao inicial de professores de Matematica, no Brasil. O
objetivo do estudo é compreender o papel deste software na aprendizagem do Teorema
do Valor Intermediario (TVI). Focamo-nos, em particular, nas aprendizagens destes
estudantes que decorrem da realizacao de uma tarefa exploratdria com uso do GeoGebra.
Os dados foram recolhidos a partir da observacao participante com gravagao em audio e
video do trabalho dos estudantes na tarefa em sala de aula e das suas resolucdes escritas.
Os resultados mostram que os estudantes beneficiaram do trabalho em sala de aula, em
torno da tarefa com recurso ao GeoGebra, evidenciando aprendizagens significativas no
que respeita ao TVI. Além disso, a exploracao da tarefa com o GeoGebra favoreceu a sua

lim f(x) = f(xo)

concepcao de continuidade de uma fun¢do associadaao *~#o ,adeducao da
continuidade da funcao como critério necessario para aplicacdao do TVI, aresolucao grafica
de problemas de aplicagdo do TVI e a identificacdo de uma estratégia para a sua resolucao
algébrica.

' Comunicagdo apresentada no V Congresso Internacional TIC e Educacdo - ticEDUCA2018. Lisboa/Portugal, 2018.
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Abstract

This paper presents the results of a study carried out in the context of a teaching
experience, following an exploratory approach integrating GeoGebra, with 15t year
students of a bachelor's degree in Mathematics, in Brazil, aiming to understand the role of
this software in the learning of the Intermediate Value Theorem (IVT). We focus, in
particular, on the students’ learning resulting from the accomplishment of an exploratory
task using GeoGebra. The data were collected from the participant observation with audio
and video recording of the students working on the proposed task in the classroom and
their written solutions. The results show that the students took advantage from the work
carried out in the classroom on the task with GeoGebra, revealing significant learning
regarding the IVT. In addition, the exploration with GeoGebra favored their conception of

lim f(x) = f(x0)

continuity of a function associated with the *=xo , the inference of the
continuity of a function as a necessary criterion to apply the IVT, the solving of problems
involving the application of the IVT graphically and the identification of a strategy for
solving it algebraically.

Keywords: GeoGebra, Intermediate Value Theorem, Exploratory approach, Continuity of
functions.

RESUMEN

En este texto, presentamos los resultados de un estudio realizado en el marco de una
experiencia de ensefianza de cufio exploratorio, integrando el uso del GeoGebra, con
estudiantes de un curso de formacidn inicial de profesores de Matematica, en Brasil. El
objetivo del estudio es comprender el papel de este software en el aprendizaje del
Teorema del Valor Intermedio (TVI). Nos enfocamos, en particular, en los aprendizajes de
estos estudiantes que se derivan de la realizacién de una tarea exploratoria con uso de
GeoGebra. Los datos fueron recogidos a partir de la observacidn participante con
grabacién en audio y video del trabajo de los estudiantes en la tarea en el aula y de sus
resoluciones escritas. Los resultados muestran que los estudiantes se beneficiaron del
trabajo entorno ala tarea con el uso de GeoGebra, evidenciando aprendizajes significativos
en lo que concierne al TVI. Ademas, la explotacién con GeoGebra favorecié su concepcion

lim f(x) = f(xo)

de continuidad de una funciédn asociada al *~%o , la deduccién de la
continuidad de la funcidén como criterio necesario para la aplicacién del TVI, la resolucién
grafica de problemas de aplicacidn del TVI y la identificaciéon de una estrategia para su
resolucidn algebra.

Palabras clave: GeoGebra, Teorema del Valor Intermedio, Ensefianza exploratoria,
Continuidad de funciones.
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INTRODUCAO

O conceito de continuidade de funcdes é fundamental no Cdlculo, sendo um
pressuposto de aplicabilidade de diversos teoremas, como por exemplo, o Teorema do
Valor Intermediario — TVI (LIMA, 2006). Este conceito é frequentemente introduzido nas
disciplinas iniciais de muitos cursos superiores, incluindo a formacao inicial de professores
de Matemadtica, sendo parte do conhecimento matemdtico bdsico que os futuros
professores devem adquirir para ensinar matemdtica (ALBUQUERQUE et al., 2006).

Contudo, a literatura tem revelado que os estudantes de diversos niveis de ensino
enfrentam muitas dificuldades na aprendizagem da continuidade, algumas das quais
associadas também ao TVI, tais como: incompreensao da notagao algébrica apresentada
na descricdo do TVI, dos conceitos matematicos a ele associado (continuidade de uma
funcdo num ponto ou intervalo, conceito de variavel real, etc.) e incapacidade de validar
seus pressupostos na resolucdo de problemas que o envolve (TALL, VINNER, 1981; SEALEY,
DESHLER E HAZEN, 2014; STRAND, 2016).

Para Sealey, Deshler e Hazen (2014), estas dificuldades podem estd relacionada com
problemas no ensino desse teorema aos estudantes, e indica que este ensino deve
considerar a constru¢dao de intuicbes adequadas deste teorema que favorecam a
significacao da notacao algébrica e o seu papel na proposicao matematica que o define.
Ademais, deve ser enriquecido com exploracdes de suas diferentes representacoes
(verbal, algébrico e geométrico) com recurso ao uso de tecnologia, que encaminhem os
estudantes a resolucdo de problemas (KARATAS, GUVEN, CEKMEZ, 2011).

O ensino de conceitos matematicos com recurso a tarefas exploratdrias integrando
0 uso de software de Geometria Dinamica, como o GeoGebra, tem recebido bastante
atencdo nas pesquisas em Educa¢ao Matematica, seja pelas vantagens em viabilizar um
ambiente de aprendizagem rico e eficiente que ndo é possivel num contexto de papel e
[apis ou pela possibilidade de criar solu¢bes didaticas que permitam aos estudantes
alcancarem aprendizagens mais efetivas (LEUNG, 2017). Reconhecendo os contributos do
GeoGebra para a aprendizagem e compreensao dos conceitos matematicos, alguns
pesquisadores tém vindo a considera-lo como recurso no ensino e aprendizagem do
conceito de continuidade, confirmando vantagens no seu uso (ALVES, 2010; DIKOVIC,
2009). Estes estudos tém-se focado maioritariamente na aprendizagem conceitual,

havendo ainda poucas evidéncias empiricas sobre o papel do GeoGebra para a
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compreensao dos principais teoremas do Cdlculo relacionados com esse conceito,
incluindo a aplicacdo desses teoremas na resolucdo de problemas (LEUNG, 2017; TALL,
SMITH, PIEZ, 2008)

Neste contexto, surge como pertinente a realizacao de uma experiéncia de ensino
de cunho exploratdrio integrando o uso do GeoGebra visando a aprendizagem do conceito
de continuidade de uma funcdo por estudantes que frequentam a disciplina de Introducao
ao Cdlculo do 1° ano de um curso de formacao inicial de professores de Matematica, no
Brasil. Neste texto, em particular, analisamos as aprendizagens destes estudantes que
decorrem da realiza¢ao de uma tarefa exploratdria que visa promover a aprendizagem do
Teorema do Valor Intermedidrio (TVI) com o objetivo de compreender o papel do

GeoGebra para essa aprendizagem.

APRENDIZAGEM DO TEOREMA DO VALOR INTERMEDIARIO

A continuidade de fun¢bes é uma condicao necessdria a aplicacdo de diversos
teoremas do Cdlculo, incluindo o TVI. Este teorema € introduzido no inicio do ensino de
Calculo e constitui uma boa oportunidade para os estudantes reconhecerem a
aplicabilidade do conceito de continuidade de fun¢des (SEALEY, DESHLER, HAZEN, 2014).

Neste artigo, o termo Teorema do Valor Intermedidrio (TVI) é usado para designar a
~ . . : = cain fi[a,B] = R

expressao algébrica, ou equivalente, que define a proposicao: Seja uma

funcdo continua. Se d for um ndmero real compreendido entre f(a) e f(b) com fla) #

f(b), entsio existira um 0 € (@5) que flxo) =d (LIMA, 2006).

Este teorema possui vdrias aplicacdes tedricas interessantes, entre elas, o problema
de garantir a existéncia de raiz de uma equac¢ao, o qual constitui a base de muitos
problemas fisicos e quimicos cuja resolucdo se enquadra nestas aplicacdes (MORAIS, 2013).
A aprendizagem do TVI também é fundamental para a aprendizagem de tépicos do Cdlculo
uma vez que € usado na demostracdo de diversos outros teoremas matematicos. Por

exemplo, nos teoremas do ponto fixo, assegura a existéncia de um ponto fixo de uma

funcdo (x € Dy i que F) =%) & 15 teorema fundamental da algebra garante que

=1

qualquer polindmio de uma variavel, de grau ™ e coeficientes complexos, possui pelo

menos uma raiz complexa (LIMA, 2006; MORAIS, 2013).
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Na aprendizagem do TVI, a literatura salienta, entre outros aspetos: a importancia

dos estudantes reconhecerem os pressupostos de sua aplicabilidade, nomeadamente a

[a.b] ¢ d € (F(a), (D)),

continuidade de uma fung¢ao num intervalo serem capazes de
valida-los utilizando a defini¢ao de continuidade; e de aplicarem estes conhecimentos na
resolucdo de problemas que o envolva (MORAIS, 2013; SEALEY, DESHLER, HAZEN, 2014;
STRAND, 2016). Esses autores também destacam a importancia do ensino TVI ser
conduzido por uma abordagem que promova a compreensao das noc¢des formais e/ou
informais da continuidade de uma func¢ao e a significacao e papel das simbologias algébrica
apresentada na proposicao que o define, os quais podem favorecer a identificacao e

validagao dos pressuposto do TVI, e promover a resolu¢ao de problemas que requerem a

sua aplicacao, disponibilizando assim condi¢bes concretas de sua utilizagao.

O GEOGEBRA NA APRENDIZAGEM DA CONTINUIDADE

O GeoGebra é um Software de Geometria Dinamica cuja multiplicidade de recursos
favorece as constru¢des geométricas dinamicas do conceito de continuidade (ALVES, 2010;
AYDOS, 2015). Por exemplo, os recursos vetoriais que permitem a modificacdo dindmica do
tragado grafico de uma funcao favorecem a visualiza¢do e interpretacao de diferentes
representacdes do conceito de continuidade, contribuindo assim para o enriquecimento
da visdo bidimensional dos aspetos ligados a este conceito (ROCHA, 2010). Segundo Alves
(2010), a visualizacdo e o dinamismo do GeoGebra, facilitam o reconhecimento da
(des)continuidade de fun¢des e a formulacdo de conjeturas matematicas, a partir da
analise dos seus gréficos. Para Dikovic (2009), o uso das ferramentas do GeoGebra que
permite a exploracdo de uma gama mais ampla de tipos de funcdes, possibilita a realizacao
de conexdes entre os aspectos simbdlicos e visuais associados a continuidade de fun¢des.
Aydos (2015), por sua vez, indica que o ambiente dindmico no GeoGebra, suportado por
multiplas representacdes do conceito de continuidade (algébrica, geométrica e tabular),
favorece constru¢des matematicas abstratas deste conceito e maior compreens3ao das
suas propriedades.

Estes estudos indicam que o GeoGebra também pode ser usado para incentivar a
descoberta, experimentagao e visualiza¢do no estudo da continuidade de funcdes, aspetos

que consideramos importantes para a aprendizagem do Teorema do Valor Intermediario.
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METODOLOGIA

Este estudo, de natureza qualitativa e interpretativa (COUTINHO, 2011), foi realizado
no 1° semestre do ano letivo de 2016, no ambito de uma experiéncia de ensino de cunho
exploratdrio integrando o uso do GeoGebra, que visava promover a aprendizagem dos
conceitos de limite e continuidade de funcdes, com os 14 estudantes que frequentavam a
disciplina de Introducdo ao Calculo do 1° ano de um curso de formacao inicial de
professores de Matematica, no Brasil. O investigador, primeiro autor desta comunicacao,
assumiu também o papel de professor na lecionagdo das aulas da experiéncia de ensino.

A tarefa de cunho exploratdrio que é foco de andlise nesta comunicagao envolvia a
aprendizagem do TVI e foi construida com base em aspetos referidos na literatura que se
constituem como objetivos de aprendizagem dos estudantes sobre o TVI, nomeadamente:
i) Reconhecer a (des)continuidade de uma fun¢do num intervalo fechado [a,b]; ii)
Reconhecer os pressupostos de aplicacdo do TVI; e iii) Mobilizar os conhecimentos sobre
o TVI e aplicd-los na resolucdo de problemas que o envolve (MORAIS, 2013; SEALEY,
DESHLER, HAZEN, 2014). Os estudantes resolveram-na em pares e com recurso ao
GeoGebra, numa aula de 2h 15min que seguiu uma abordagem de ensino exploratdrio
(CANAVARRO, 2011). Nas aulas que antecederam a sua aplicacdo os estudantes ja tinham
trabalhado os conceitos de limite e continuidade com o GeoGebra, seguindo a mesma
abordagem, pelo que estavam familiarizados com este software e a natureza do trabalho
exploratdrio.

Nesta tarefa, as Qi, Q. e Qs visam verificar se os estudantes reconhecem a

(des)continuidade de uma funcdo fi , kK €R nointervalo [a, b], a partir da interpretacio
do seu grafico representado no GeoGebra. Com as Q4, Qs € Qs, auxiliadas por exploragdes

lim f(x)

dinamicas do *—2% e f(xo) no grafico da f"‘, pretende-se que os estudantes

verifiquem a continuidade da func¢do em [a, b] como uma condicdo para garantir a

existéncia de ¥o € (@ D) 5 que fxo) = d, onde @ € (f(a). F(B)) po fim, a Q,, verifica
a capacidade dos estudantes mobilizarem conhecimentos adquiridos nas questdes
anteriores, para resolver um problema de aplicacdo do TVI, nomeadamente, provar que

JE— 4
x)=x"—5x"+3 . . .
p(x) possui pelo menos uma raiz real no intervalo [1, 2]. Desta forma, os

estudantes foram conduzidos autonomamente a dedugdao do TVI, sendo esse teorema
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enunciado formalmente pelo professor, no momento da sistematizacdo das aprendizagens
apos a aplicacao da tarefa.

Arecolha de dados incluiu a gravacao dudio e video do trabalho dos estudantes em
sala de aula, na resolucdo da tarefa, e os didlogos de alguns dos pares e as suas producdes
escritas (dos 7 pares). A andlise dos dados, descritiva e interpretativa (WOLCOTT, 2009),
foi realizada através da triangulacao dos mesmos e centrou-se nos referidos objetivos de
aprendizagem do TVI. O papel do GeoGebra para essas aprendizagens foi analisado com
foco nas suas potencialidades e limitacbes para a aprendizagem do TVI e emergiu dos
dados. Para apoiar a anadlise realizada, incluimos excertos do trabalho realizado pelos

estudantes (cujos nomes sdo ficticios) na resolucdo das questdes da tarefa (identificadas

por Qi =1 7).

RESULTADOS

Nas Q, e Q3 os estudantes precisaram de interpretar o gréfico da funcao fi , kER
, para decidir sobre sua (des)continuidade. Cinco pares de estudantes recorreram a andlise

do comportamento do grafico da funcdo, representada no GeoGebra, nos pontos

lim f(x) = f(2)

x=2 a=-2 ¢ b=4para aferir a veracidade das igualdades *~2

Jm £ = (@) lim £ = £0)

, 0 que lhes permite concluir corretamente que a
fungao fi ¢ continua nos extremos @ = =2 e b =% do intervalo mas descontinua no

intervalo aberto (@ b], uma vez que ndo era continua em * = 2, conforme exemplificado

na resposta de Eliseu e Vitor (figura 1).

Q-: Essa funcdo (original) é continua no intervalo aberto (a3, b)? Justifique.

N3o, porque os limites laterais no ponto x = 2 s3o diferentes.

Q3: Ela € continua nos extremos a e b? Justifique.
Sim, pois lirgl+ flx)=f(2)e ]iT_ flx)=f(4)

Figura 1 - Respostas do par Eliseu e Vitor as Q. e Q; da tarefa

Os outros dois pares, apesar de terem reconhecido corretamente a

descontinuidade da fi em * =2 calculando os limites laterais neste ponto e verificando
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que ndo eram iguais, ndo conseguiram reconhecer a sua continuidade nos extremos do

intervalo, tal como evidencia a resposta de Ismael e Talita (Q;): “Nao, a fun¢do ndo é
continua nos pontos @ e b porque ndo existe limite e os pontos em * tem imagens”. Ao

justificarem a ndo continuidade da fun¢do nos pontos @ e b “porque ndo existe limite” os

estudantes estao a basear-se no resultado do calculo dos limites laterais nesses pontos:

lim f(x) # lim f(x) lim f(x) # lim f(x)
x—a wa e ¥~k w=bT . Desta forma é possivel inferir que estes

estudantes ndo se aperceberam que a analise da continuidade da funcao nos extremos de

um intervalo, deverd considerar apenas a analise dos limites laterais onde a funcao estd

lim f(x) lim f(x)
e x~b .

definida, neste caso, *~=*

Na resolucdo destas questdes, verifica-se que a visualizacdo dinamica do

comportamento do grafico da funcdo fi e de aproximacées * 7 X0 ¢ f(x) =L

produzidas pelas suas explora¢des no GeoGebra, favoreceu a consolidagao da concepg¢ao

lim f(x) = f(x0)

correta da continuidade de funcdao associada ao *~*a , tal como se evidencia

no didlogo entre Fatima e Miriam durante a resolugao da tarefa:

Miriam: Esta func¢do é continua no intervalo aberto? [Q.] N&o, pois para o ponto

— lim f(x)=3 lim f(x)=7
X0 =2 n3o existe limite! [visualiza *=2" e ~2* 1

Fatima: Sim. Isso, coloca isso.

Miriam: Vamos 13, ela é continua nos extremos @ e 2 ? [Qs] Sim, pelo que eu
estou vendo existe limite né? [...] Bom, estou pensando, como a gente
vai analisar o limite?

Fatima: Entdo, no caso de ¥ = b a gente analisa vindo pela esquerda. No caso

+
de ¥ =@, 3 gente analisa vindo pela direita [faz no applet x—a

x b7,

e

Miriam: Isso, entdo existe! porque para todos os valores de * se aproximando
. - + . ~ . s
por aqui [faz no applet * ~ 27 ] as imagens vao se aproximar de 11 que é

a imagem de © esta vendo? ... [indica flx) = f(b) = 111, Para o ponto
¥=4a,olimite éimagemde @.
Fatima: Se o limite [lateral] é igual a funcdo ela é continua no extremo.

Neste didlogo fica evidente que a visualizagao no grafico da funcao fi que o

lim f(x) # lim f(x)
w2 ol permitiu a Miriam concluir que a funcdo ndo € continua no intervalo

(2, 4), sendo acompanhada por Fatima na sua conclusdo. Estas estudantes também
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revelam uma concepgdo correta de continuidade de uma fungdo associada a igualdade

lim £(0) = f(xo)

que € consolidada a medida que recorrem as explora¢bes do GeoGebra

. . o lim f(x) . £(x0)
e mobilizam conhecimentos sobre a existéncia de *7*¢ e de sua igualdade a

para resolver a Qs, pois para concluir sobre a continuidade lateral nos extremos no

. S et v b o lim () =7
intervalo [2,4] fazem no applet * 7 @ e X para determinar o *—2 ,

S = 11, fla) ==7 o f(B) =11 ppes certificarem-se que A S ) =1 (2)

lim f(x) = f(4)
e ¥4 , concluem que a funcao é continua nos extremos @ e b,
Na resoluc¢do das Q4, Qs e Qe ocorreu algo inesperado. Um dos primeiros pares a

resolvé-las, Eliseu e Vitor, apresentou duvidas no tocante a visualizacao dos efeitos das

exploracdes do applet, no grafico da funcao fi . Ao realizar modifica¢bes do parametro d

o . ~ r=d - D
e visualizar os pontos de intersecao entre a reta Y e o grafico da funcao fi , indicado

por N(x, d], Eliseu percebeu, que em dado momento, o ponto N desaparecia da tela. Esta

‘falha’ no GeoGebra poderia influenciar a sua conclusdo sobre a existéncia de *0 € (a,b)

cujaimagem é fxo) = d, pelo que solicita ao professor esclarecimento (figura 2).

Eliseu: Professor, eu ndo consigo traduzir L 1
isto. Olha, o gréfico vem, eu vou 3 i
marcando a intersecdo [N(x, d)] até este ‘ -
ponto [mostra comportamente do
grafico para —7 < f(x) < 2,5]. Daqui =114
para frente, até f(x) = 3, deixa de existir
intersecdo. Vai aparecer intersecgdo
novamente ... [pausa] Ué! [visualiza que
ndo ha intersecdo para f(x) =74 -
imagem ao lade].

Professor: Isso € um erro no applet. Porque
deveria aparecer a interseccdo aqui
[indica um ponto N(x,d)]. Mas ndo tem
problema [interrompido por Eliseu].

Ndo apresents o peate
e intersecgds eamre
o grifico da fungds |

earets y=4

Figura 2 - Didlogo e exploracdao no GeoGebra do par Eliseu e Vitor na tarefa.

Ao relatar o motivo de sua duvida, Eliseu recorre as explora¢des no GeoGebra e é

surpreendido com o desaparecimento do ponto N(x,d) npo grafico da funcao, que

segundo o professor, € causado por um erro no GeoGebra. O didlogo segue:
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Eliseu: Entdo, o que acontece é que ele [grafico] vem cominterseccdo, pula[em

* = %o vem e para de existir [a intersec¢do], e depois comega a existir

de novo. Ou seja, tem um intervalo aqui [indica 2° <@ <3 ] que ele
deixa de existir.
Professor: Na verdade, a intersec¢do continua existindo. O problema esta no

applet. Olha s6, coloca suareta ¥ = d=25 . Aqui tem intersecao?
Eliseu: Deveria ter, mas ndo aparece!
Professor: Sim. Tem interseccdao. Agora eu te pergunto: Aqui tem intersecdo?

[indica no applet se existe 3 <d <7]

Eliseu: Nao, a funcao dd um salto.

Professor: Perfeito. As vezes o applet apresenta este erro! E um erro de
comando.

Eliseu: Ah ta! Eu estava achando estranho.

O professor esclarece Eliseu que o desaparecimento do ponto N(x,d) ¢ causado por

um erro de comando do GeoGebra e conduz o estudante, através de questionamento, a

identificar a (in)existéncia do N, pela visualizacdo da interseccdo da reta ¥ = d com o

graficode fi .Na sequéncia deste episddio, o professor esclareceu os estudantes que havia
uma limitag¢ao visual no applet do GeoGebra, causada por erros no comando de intersecao

de curvas. Pediu-lhes que se orientassem também pela andlise visual das curvas, a fim de

identificar os pontos de interseccdes N(x, d), mesmo que estes nao estivessem
representados no applet. Desta forma, esta limitacao do GeoGebra foi resolvida tendo os
estudantes seguido, sem problemas, na resolucao da tarefa.

A analise dos dados revela que todos pares de estudantes conseguiram descobrir que

a continuidade dafuncdo em [a, b] é uma condico para garantir a existéncia de *0 € (a,b)

tal que fxo) = d, onde @€ (ﬂa]’f[b}](TVl). Esta aprendizagem parece ter sido

favorecida pelas explora¢bes no applet do GeoGebra, nomeadamente, as simula¢des dos

pontos (X0, ) e®d)eqy visualizacao dos efeitos dessas simula¢des no grafico da fungao

fr , como se pode perceber do didlogo entre Pedro e Claudio e daresposta dos estudantes
a Qe

Claudio: A pergunta é para qualquer valor de @, entendeu? [explica a Q4] Aqui,
6h: Seria possivel garantir um valor de *0 — tem que existir o valor de *°
entre @ e b —Vocé pode garantir para qualquer valor de 2 N3o, porque
aqui 6h, quando @ = % n3o posso garantir o *?[faz @ = % no applet e
visualiza o gréfico de J1E*'f].
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Pedro: Realmente, a gente ndo pode garantir o valor de *® porque nao existe
limite neste ponto.

Claudio: Légico! Mas ndo existe o limite porque a funcdo é descontinua neste
intervalo.

Pedro: A gente pode colocar que ndo é possivel garantir [ fxo) = d] porque a
fun¢ao é descontinua.

No didlogo, verifica-se que os efeitos das exploracdes que Claudio realizou no applet

xg € (a,

fie

0 ajudou a reconhecer que nao era possivel garantir a existéncia b) cuja imagem

pela funcao fr éd pois faz no applet d =4 ¢ yisualiza 0 grafico de *¥ que apresenta

descontinuidade em *o = 2, com f(2)=3 (tipo salto) e conclui “quando @ =% ndo

posso garantir o *0”. Pedro confirma a conclusdo de Cldudio e aponta como causa, a
inexisténcia do limite no ponto, que encaminha a descontinuidade da funcdo. Na sequéncia

do didlogo, esta conclusao é reforcada e confirmada na resposta a Qe.

Pedro: Altere o valor do parametro ¥. Em seguida volte a clicar no pardmetro

4 1Qs]-

Claudio: Ok, e muda ele, né? Vamos la [arrasta o d

no applet]. Agora tem ponto

(*o.d), Agora o ponto vem oh! O ponto vai até o final [explora]. O ponto
vai, o ponto vai...

Pedro: O ponto vai, o ponto vem, o ponto vai, 0 ponto vem. Agora registe
algumas notas que vocé chegou. Como poderad garantir a existéncia do
xu?

Claudio: Agora sim! Agora da. Olha! [mostra os pontos (x,,d) no applet]
Porque, apds as modificac6es de X, sim! E possivel garantir porque ela é
continua.

Pedro: Como poderé garantir a existéncia do *@ ... [Qs]? S6 é possivel garantir
o *® se afuncdo for continua no intervalo [a, b].

Claudio modifica o @ no applet, visualiza o efeito das modificacdes e conclui: “agora

tem ponto”’, referindo-se aos pontos N(x,d) que mostram a existéncia de *0 € (a,b) cuja

”»

imagem ¢é d, Os excertos “o ponto vai, o ponto vai ...” e “ponto vai, o ponto vem,”

revelam que a visualizacdo dos pontos se movimentando no grafico, permitiu-lhes

. - . e A . 1) =d .
descobrir que a continuidade como critério para a existéncia de f(xo) e concluir na

Qs: “S6 é possivel garantir o *0 se a func&o for continua no intervalo [a, b]”.

ISSN: 1809-7286
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Por fim, todos os sete pares de estudantes conseguiram, na Q,, provar que

p(x)=x" —5x*+3 . . . .
possui pelo menos uma raiz real no intervalo [1, 2], apoiando-se nas

ideias relacionadas ao TVI que foram exploradas nas questdes anteriores, nomeadamente,
foram verificar se os pressupostos de aplicabilidade do TVI eram satisfeitos. Estes
estudantes foram capazes de reconhecer e provar a continuidade da fun¢do em[1,2] e que

f(1) <d <f(2) , € com base nestes pressupostos, concluiram a existéncia de * €(1.2)

cujaimagem f(xo) = D-, como exemplificado pela resposta de Gil e Maria (figura 3).
Para além disso, verifica-se que experimentacdes no GeoGebra possibilitaram este
par de estudantes, resolver graficamente o problema e delinear a estratégia de sua

resolucdo algébrica, recorrendo a aplica¢ao do TVI.

Maria: Como garantir que tem uma raiz real dentro deste intervalo [1, 2]?
[Q,] Ele quer uma raiz real no intervalo [1, 2]. Ela tem que tocar o eixo x
neste intervalo [1, 2].

Gil: Ela é polinomial entdo é continua. Se ela tiver f(x) =0 gla vai ser continua?
O limite pode ser zero? ... Ah pode. Deve ser alguma coisa em torno disso:

Vamos colocar no GeoGebra /(*¥) =X"7 =5 =x"4+3

Maria: Ela toca o eixo x no intervalo [1, 2]?

Gil: Ela toca o eixo x. Toca sim [visualiza ?(*) = 0 no gpplet]
Maria: Ndo aproxima muito [faz zoom]. A gente estd vendo que tem raiz no
intervalo. Tira o zoom, tira o zoom! Ndo podemos olhar o nimero e

substituir simplesmente. Porque isso aqui [indica o grafico de p] éparaa
gente descobrir qual é o nimero e garantir que tem. A gente tem que
mostrar isso pelos nossos procedimentos.

O didlogo anterior revela que estes estudantes recorreram a experimentagdes no
GeoGebra pararesolver graficamente o problema, pois digitam corretamente na sua barra

« () =x"7=5*x"4+3, para esbogar o gréfico da fungéo ”,

de entrada, o comando
e a partir de sua observacdo concluem que esta fun¢do possui uma raiz no intervalo [1, 2]:
“Ela toca o eixo * no intervalo [1, 2] ... Ela toca. Toca sim”. Contudo, Maria reforca que
esta solucao serve apenas para direciona-los a encontrar uma estratégia de resolucao
analitica do problema garantindo as condi¢cdes necessarias de aplicabilidade do TVI. Os
estudantes procuram entdo resolvé-lo seguindo esta estratégia, conforme se pode

observar no seguinte didlogo:
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Maria: Como garantir que tem uma raiz real dentro deste intervalo [1, 2]? [pausa
curta] Ah Gil, entendi! Tem de achar um niimero dentro deste intervalo [1, 2],
que corte o eixo x. Lembra do que a gente concluiu anteriormente?[...] Que a

condicio para existir um valor *o € [@8] com F(x) opre fl@) o F(B)

[interrompida por Gil]

Gil: E a continuidade. Entdo para existir o Yo g p(x) deve estar dentro de um

intervalo?

Maria: Sim! E qual é este intervalo? Eu sei que se substituir * = 1 em p(x) vai dar —1,

Gil: Para X = 2 temos P(2) =128 —5x16+3 que da 4°... [aplicam o TVI].

Este didlogo revela que este par foi capaz de mobilizar conhecimentos sobre as

condicbes necessarias de aplicabilidade do TVI, de modo a concluir sobre a existéncia de

Xg € (1,2) ta] que P(¥0) = O tendo apresentado uma resposta correta 3 Q, (figura 3).

. -~ *0BSs; Porp €QJSI\,”/Y\)..fn4f‘ o- (o -
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bj WY WAL 1 4
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Figura 3 - Resposta do par Gil e Maria a Q;.

CONSIDERAGOES FINAIS

de uma funcdo associadaao *~¥o

}{ Fue o ‘f\//\ C 75 [ con i\ nvon o ffu/c/" v /o f& C }YA Jc ﬁj/ ,)j

Os resultados indicam que, em geral, os estudantes reconheceram e validaram os

pressupostos de aplicabilidade do TVI, que incluia a continuidade da funcdo no intervalo

[a, b] e a condicdo fla) <d < f(b}, e foram capazes de aplica-lo para resolver problemas
que o envolve. No que respeita aos contributos do GeoGebra para as aprendizagens aqui

referidas, ha evidéncias de ter: i) favorecido a consolidacdo da concepc¢ao da continuidade

lim f(x) = f(x0)

usada para validar os pressupostos do TVI;
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ii) favorecido a deducdo da continuidade da funcdo em [a, b] como condi¢do necesséria de

aplicabilidade do TVI, uma vez os efeitos de simula¢ées dos pontos (%0, k) e (%:d) g

fie

gréfico da funcdo '*, possibilitou a descoberta de que a existéncia de *¢ € (a,b) g que

flxo) = d, onde @ € (f(a]’f(b:'], s6 é garantida quando a continuidade de fi em [a, b]
é satisfeita; e iii) possibilitado a resolucdo gréfica de um problema de aplicacdo do TVl e o
estabelecimento de uma estratégia para a sua resolu¢ao algébrica, os quais foram
favorecidos por experimentacdes realizadas no GeoGebra.

Estes contributos foram favorecidos pela multiplicidade de ferramentas do
GeoGebra que permite a conexdo entre representacdes algébricas e geométricas do
conceito de continuidade (DIKOVIC, 2009). E possivel inferir que o GeoGebra foi essencial
a aprendizagem dos estudantes, uma vez que apoiados na exploracdo de seus recursos,
grande parte deles conseguiram superar dificuldades relacionadas com a confirmac¢do dos
prossupostos do TVI e resolver corretamente as questdes da tarefa. Apesar de identificada

uma limitacao visual do GeoGebra, caracterizada por ndo apresentar o registo geométrico

do ponto N(x, d], intersecao entre a reta y=d e o grafico da funcao fi , esta limitagcao
ndo se configurou num obstaculo a aprendizagem do TVI, beneficiando da intervencao
esperada do professor, face ao contexto de ensino exploratério (CANAVARRO, 2011), 0

qual promoveu esclarecimentos sobre as razdes dessa limitacao e conduziu os estudantes
a visualizac¢do alternativa do ponto N(x, d], nomeadamente, a partir da analise grafica da

reta’ = %eda funcao fie.

Os resultados sugerem que a exploracdo de tarefas com o uso integrado do
GeoGebra, pode ser usada no ensino dos conceitos matematicos do ensino superior, como
o de continuidade de func¢bes, para incentivar a descoberta, experimentacao e

visualizagdo, e conduzir as aprendizagens efetivas de seus inimeros teoremas.
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